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Application of Generalized Predictive Controller for Polynomial
Reference Tracking Considering Perturbations

Aplicacéo do Controlador Preditivo Generalizado para Rastreamento de
Referéncia Polinomial considerando Perturbacdes

Thyago Estrabis'*, Matheus Pelzl 12, Raymundo Cordero?, Walter Suemitsu?

RESUMO

O rastreamento de referéncias polinomiais € muito Gtil em aplicages como em sistemas mecanicos,
quimicos e de navegacdo. Em geral, este problema de rastreamento é dificil de executar. Através de técnicas
de controle preditivo generalizado (GPC) é possivel desenhar controladores para o rastreamento de
referéncias polinomiais. Porém, a rejeicdo de perturbacdo também € um aspecto importante no
desenvolvimento de sistemas de controle. O presente artigo aplica e avalia 0 comportamento de um
controlador preditivo generalizado para rastreamento de referéncia polinomial (Poly-GPC) ante
perturbacdes. Simulagdes foram efetuadas considerando a presenca de perturbages tipo degrau tanto na
entrada como na saida da planta. Os resultados indicam que o Poly-GPC possui a capacidade de rastrear
referéncias polinomiais enquanto as perturbagdes sdo rejeitadas, sendo que a rejeicdo depende também da
sintonia do controlador preditivo.
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ABSTRACT

Tracking of polynomial references is very useful in applications such as mechanical, chemical, and
navigational systems. In general, this kind of tracking issue is difficult to perform. Through generalized
predictive control (GPC) techniques, it is possible to design controllers for polynomial reference tracking.
However, disturbance rejection is also an important aspect in the development of robust control systems.
This paper applies and evaluates the behavior of a generalized predictive controller for polynomial
reference tracking against perturbations. Simulations were performed considering the presence of step-type
disturbances at both the entrance and exit of the plant. The results indicate that the Poly-GPC has the ability
to track polynomial references while the perturbations are rejected, and the rejection also depends on the
tuning of the predictive controller.
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INTRODUCAO

Controladores de rastreamento ou controladores de malha fechada, sdo sistemas
que visam rastrear uma trajetdria de referéncia. 1sso quer dizer que o valor de resposta do
sistema deve ser igual ou proximo ao valor de referéncia (AZAR e VAIDYANATHAN,
2015). Os controladores de rastreamento possuem em sua estrutura processos de
retroalimentagéo.

Por ter essa definicdo, os controladores sdo bem-vistos e utilizados tanto nos
meios industriais quanto académicos (com mais de 4 milhdes de resultados na busca do
Google Académico). A partir do levantamento da literatura dos controladores de
rastreamento, ndo foi possivel definir, com exatiddo, a data e o surgimento da aplicacdo
do primeiro controlador de rastreamento, mas existem relatos de pesquisas publicadas
entre as décadas de 30 e 40, aplicados em sistema de nave espacial (TU, 1934), nos
sistemas de aeronaves (KENNEDY e ROLAND, 1948) e em sistemas de tomada de
decisdo, referenciados como “Alertness” (TRAVIS, 1948).

As pesquisas sobre esse topico se intensificaram apos o crescimento de interesse
em controladores adaptativos, nas décadas de 50 e 60, e no surgimento do Controle
Moderno (1960). Nessa mesma época, surgiu o Controle Preditivo baseado em Modelo
(Model Predictive Control — MPC). Os controladores, que fazem parte da familia do
MPC, tentam predizer a trajetéria que foi imposta como referéncia. Essas referéncias
podem ser lineares e ndo lineares.

Em 1987, Clarke apresentou um controlador preditivo chamado de Controle
Preditivo Generalizado (Generalized Predictive Control — GPC) em (CLARKE, 1987a e
CLARKE I, 1987b), sendo um controlador robusto que em sua aplicacdo se tornou
bastante difundida no meio académico e industrial. Com o advento da eletronica, da
computacdo e com seus avangos, muitos controladores tiveram de ser modificados para
tempo discreto, a fim de implementar em microprocessadores. Wang, em seu livro
(WANG, 2009), mostra uma modelagem de GPC discretizado.

O GPC proposto por Clarke (CLARKE, 1987a) e por Wang (WANG, 2009), sdo
controladores tipo 1 (um integrador embutido) para o rastreamento de referéncias tipo
degrau com o erro igual a zero. O erro em questdo é a diferenca entre a referéncia com a
saida do controlador. Quando utilizado para rastrear referéncias tipo rampa em diante, o
erro no GPC apresenta comportamento derivativo em relacdo a referéncia. Em 2020, foi

apresentado o GPC tipo 2 (com 2 integradores embutidos) com capacidade de rastrear
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referéncias tipo rampa, baseado na diferenca de segunda ordem (CORDERO et al, 2021a).
Para referéncias polinomiais de grau maior (como as parébolas), o erro apresentava
comportamento derivativo ao da referéncia. A partir do comportamento do erro e a sua
matema@tica apresentar um padrdo, o GPC Polinomial (Polynomial Tracking Generalized
Predictive Control — Poly-GPC) proposto em 2021 em (CORDERO et al, 2021b), tem a
capacidade de rastrear referéncias polinomiais (de primeiro grau ou superior).

Porém, a maioria das plantas sofrem com perturbacGes que podem estar presentes
em diferentes partes. Tais perturbacGes afetam a saida transitéria, podendo também afetar
0 regime permanente. Um controlador robusto deve permitir o rastreamento assintdtico
da referéncia (com erro de rastreamento igual a zero em regime permanente) enquanto as
perturbacdes devem ser rapidamente rejeitadas. Embora seja certo que o Poly-GPC
permite o rastreamento assintotico de referéncias polinomiais, a robustez deste
controlador a perturbacdes nunca foi avaliada.

O artigo tem como objetivo avaliar a capacidade de rastreamento de um Poly-GPC
considerando a presenca de perturbacfes. Perturbagdes tipo degrau foram adicionados
diretamente na entrada e na saida do modelo da planta. Tais perturbacdes ndo sao
consideradas no desenho do controlador. Segundo o principio de modelagem interna
(CORDERO et al, 2021), se o controlador inclui 0 modelo da referéncia, a saida da
referéncia também vai rastrear a referéncia. Porém o mesmo principio indica de que
perturbacdes com o mesmo modelo da planta também serdo rejeitadas. A capacidade de
rejeicdo foi testada e analisada atraves de simulacgoes.

O restante do artigo estd dividido da seguinte maneira. Na secdo de
fundamentacéo teorica, sera descrito matematicamente o Poly-GPC. A seguinte secéo faz
uma analise tedrica sobre a capacidade do Poly-GPC para rejeitar perturbacGes. Na
sequéncia serdo apresentados resultados de simulacdo que provam que o Poly-GPC

possui a capacidade de rejeitar perturbacdes. Finalmente as conclusfes serdo expostas.

FUNDAMENTACAO TEORICA
Tipos de Referéncias e Aplicactes

As referéncias, no controle de malha fechada, sdo sinais utilizados como
referéncia para a saida de um controlador. Quando a resposta do controlador apresentar
valores iguais ou préximos dos valores do sinal de referéncia, significa que o seu

controlador foi bem projetado para aquela aplicagdo. A seguir, véo ser apresentados 0s
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tipos de referéncias lineares polinomiais e as suas ordens, e suas respectivas aplicacdes
em pesquisas recentes.
e Controlador tipo 1 para rastreamento de referéncia degrau

A referéncia tipo degrau é um sinal ndo perioédico que depois de aplicado um
impulso, o seu estado se mantém constante. O rastreamento de sinais do tipo degrau é
muito difundido e aplicado no meio académico e industrial. Em (MAJOUT et al., 2022)
sdo apresentadas algumas das principais técnicas de controle para rastreamento de
referéncia do tipo degrau para maximizacao da eficiéncia na conversdo de energia eélica.
Algumas técnicas de controle para rastreamento do ponto de méxima poténcia, do inglés
maximum power point tracking (MPPT), abordadas no artigo séo: Sliding Mode Control
(SMC), Direct Power Control (DPC), Backstepping Control (BC) e Model Predictive
Control (MPC). A técnica de MPPT é responsavel por fornecer uma referéncia de tenséo
para controlar a maxima converséo de poténcia. Verifica-se o uso de técnicas de controle
para rastreamento de referéncias em outras producdes relativas a conversdo de energia
edlica (CHHIPA et al., 2022; LIU; FENG; KONG, 2022).

Técnicas de MPPT também sdo amplamente empregadas para conversdo de
energia fotovoltaica também sdo amplamente utilizadas. Em (SEGUEL; SELEME;
MORAIS, 2022), sdo analisados conversores CC-CC (Corrente Continua para Corrente
Continua) de diferentes topologias, sendo elas: Buck-Boost, SEPIC, Cuk e Zeta, e
diferentes métodos de rastreamento do ponto de maxima poténcia para aplicacdes
fotovoltaicas. Em (FAN et al., 2022), é apresentado o rastreamento da incidéncia de luz
solar para controle de posicdo de arranjos fotovoltaicos em estacGes espaciais, a fim de
maximizar a poténcia gerada.

Também sdo encontradas aplicacdes para rastreamento de forca para controle de
sistemas eletropneumaticos (LIN et al., 2019). No artigo mencionado, os dados medidos
foram processados e um ajuste polinomial foi aplicado, e o controle aplicado para
rastreamento de referéncia foi responsavel por calcular o ciclo de trabalho (duty-cycle) da
modulacdo por largura de pulso (PWM), aplicada para controle do sistema.

e Controlador tipo 2 para rastreamento de referéncia rampa
A referéncia polinomial tipo rampa é um sinal ndo periddico que varia em relacao ao
tempo. O rastreamento de um sinal do tipo rampa pode ser aplicado em controle de

velocidade, dosagem de elementos quimicos e acionamentos de maquinas (CORDERO
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etal. 2021a). Para rastrear aquele tipo de sinal, o controlador deveria ter dois integradores
embutidos na sua estrutura.
e Controladores de grau superior

Referéncias polinomiais de grau superior sdo aplicados em processos quimicos,
mecanicos, navegacdo e robdtica (CORDERO et al. 2021b). Para rastrear uma referéncia
polinomial de grau m — 1, o controlador em malha fechada deve de ser estavel e possuir
m integradores embutidos na sua estrutura. Este requerimento justifica-se porque a
transformada de Laplace de um sinal polinomial de grau m — 1 possui m polos na origem

(integradores).

Conceitos Matematicos Preliminares
Seja a[k] um sinal de tempo discreto (escalar ou vetor), sendo que k indica o

numero de amostra. Define-se o operador de diferencas de primeiro grau (V) como:

Valk] = Vtalk] = alk] — a[k — 1]. (1)

Pode-se definir o operador de diferenca de segundo grau como VZ2alk] =
Vi(Vialk]) = Vialk] — Vla[k — 1]. Desta maneira, o operador de diferenca de grau m

pode ser definido como em (2):

VMalk] = V™ lalk] — V™ lalk — 1], Vlalk] = a[k]. (2)

E simples demonstrar que o operador de diferencas satisfaz a superposicio:
V(ciaq[k] + caaz[k]) = (cra4[k] + caz[k]) — (crai[k — 1] + ca,[k — 1]) =
ci(aq[k] — a [k — 1]) + c,(a,[k] — ay[k — 1]) = ¢,Va,[k] + ¢,Va,[k], sendo ¢, € ¢,
constantes. Aplicando este procedimento para os operadores de maior grau é possivel

demonstrar:

V™ (ciaqk] + cpay[k]) = ¢,V™a,[k] + ¢,V a,[k]. (3)

Controle Preditivo Generalizado para Rastreamento de Referéncia Polinomial
Uma planta linear invariante no tempo de uma Unica entrada e uma Unica saida
(Single Input and Single Output, SISO), sem perturbacdo, pode ser descrita através do

seguinte modelo em espaco de estado em tempo discreto:
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x[k + 1] = Ax[k] + Bu[k], (4)

ylk + 1] = Cx[k], ()

sendo x[k] € R™*!, u[k] € Re y[k] € R séo o vetor de estados, a entrada e a saida da
planta, respectivamente, enquanto 4 € R**1, B € R™! e € € R™*1, Seja r[k] € R a

referéncia da saida da planta. O erro de rastreamento, e[k], é definido em (6):

e[k] = r[k] — y[k] = r[k] — Cx[k]. (6)

Segundo (3), o erro futuro e[k + 1] é:
elk + 1] =r[k + 1] — Cx[k + 1]. (7)
Aplicando (3) em (4) e (7), tem-se:

vxlk + 1] = V™ (Ax[k] + Bulk]) = AV™x[k] + BV™u[k], ©)

VMelk + 1] = V™r[k + 1] — V" Cx[k + 1] = V™r[k + 1] — CV™x[k + 1]. 9)

Segundo (CORDERO et al., 2021b), quando a referéncia r[k] ¢ uma funcéo

polinomial de grau m — 1, o valor de V™r[k + 1] é zero:

Virlk+ 1] =0, rlk] =cq+ cik + ck? + -+ ¢y K™ L (10)

Substituindo (8) e (10) em (9), tem-se:

V"elk + 1] = —C(AV™x[k] + BV™ulk]) = —CAV™x[k] — CBV™u[k]. (11)

Segundo (2), Vi~te[k + 1] = Vi~te[k] + Vie[k + 1]. Portanto, os valores de
Vielk + 1], paraj = 1,...m — 1, podem ser deduzidos partir de (2) e (11):

Vnle[k + 1] = V™ te[k] + V™elk + 1]

= vm~1e[k] — CAV™x[k] — CBV™ulk], (12)
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Vn=2elk + 1] = V™ 2e[k] + V™ e[k + 1]

= Vm=2¢[k] + V™ le[k] — CAV™x[k] — CBV™u[k],

Vvm=3elk + 1] = V™ 3e[k] + V™ 2e[k + 1]

= V™ 3e[k] + V™ 2e[k] + V™ te[k] — CAV™x[k] — CBV™ulk],

Voelk + 1] = e[k + 1]

= el[k] + Vie[k] + --- + V" 2e[k] + V" le[k] — CAV™x[k] —

CBV™u[k].

O modelo de predicdo em espaco de estado para rastreamento de referéncia
polinomial é deduzido a partir de (8) e (12) (CORDERO et al. 2021b):

Voelk + 1] 1 1 1 —CAy[ VOelk] —CB
Vie[k + 1] 0 1 - 1 —CA|| Vie[k] —CB
: =|: : ~ : —CA : +| + |vmulk], (13)

vrlelk+1]| |0 0 - 1 -—cAl|lvrie[k]| |-cB
V™x[k + 1] 00 0 A V™x[k] B
2[k+1] A z[k] B

[ VOel[k] 1

[ Vielk] |

Saida:e[k]=[1 0 - 0 0]| : ,

3 le‘le[k]J

V™ x[k]

—

sendo 0 uma matriz de zeros de tamanho adequado, V™u[k] é a entrada do modelo
enquanto e[k] é a saida do modelo de predicdo. O objetivo do controle preditivo é
predizer os erros futuros e[k + 1], e[k + 2], ..., e[k + p] a partir de X[k] e do conjunto

de acOes de controle futuros V™u[k], V™ulk + 1], ..., V™ul[k + ¢ — 1], sendo p e ¢ 0s
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tamanhos das janelas de predicéo e controle, respectivamente, tal que p > c. A predicao
dos erros futuros pode ser efetuada atraves da seguinte operacdo matricial

sendo:

Y = FX[k] + U,

Y =[elk+1] elk+2]
U= [V™ulk] V™ulk + 1]
CA
A2
F=|¢A7
cAr
CB 0 0
CAB CB 0
@ =| CA%B CAB (B
CAP~'B CA" 2B

elk +pll”,

V™ulk + ¢ — 1]]7,

0
0
0

CAP“B

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

Em GPC, procura-se uma lei de controle U que permita minimizar uma funcao

custo J que depende do vetor de erros futuros. Uma funcéo custo muito utilizada no
controle preditivo € aquela indicada em (19):

sendo I, uma matriz identidade ¢ X ¢, enquanto r,, € um parametro de ajuste. Quando r,,

J=Y'Y+U'R,U, R, =r,I,,

(19)

aumenta, maior € a importancia de reduzir a magnitude de U na otimizacdo da resposta.

A solucdo 6tima faz que a derivada J de seja zero. A derivada de J é obtida usando (19):

av

A solucdo 6tima de (20) é:

U=—(®"® +R,) ®TFR[k]
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Segundo a técnica de horizonte de recuo, s6 o primeiro elemento da solugdo 6tima
é utilizado para gerar a lei de controle. Segundo (16), tal elemento é V™ulk] =
[1 0 .. O0]JU,sendo[1 0 .. 0]um vetor com c elementos. Portanto, a acdo de

controle 6tima de um Poly-GPC é definida atraves da equagéo (22):

Vugpelkl=[1 0 .. 0lU=—[1 0 .. 0](®@"®+R,) ®TFR[k]. (22)

A lei de controle a enviar na entrada da planta (ugpc[k]) pode ser obtido

integrando m vezes o termo V™ u;p.[k] em (22), tal como mostrado em (23):

Vj_lquc[k] = Vjquc[k] - Vj_luapc[k - 1], ] = 1, ...,m. (23)

CAPACIDADE TEORICA DO GPC PARA REJEICAO DE PERTURBACOES
Um fato importante a considerar é que a lei de controle obtida em (23) foi deduzida
utilizando um modelo em espaco de estado sem perturbacéo. Considerando que a planta
é linear, a resposta da planta serd a combinacdo da resposta para a lei de controle
ugpcLk] (sem perturbacdes) e a resposta as perturbacdes (com lei de controle zero). Sejam

Yerclkl @ yperelk] as respostas supracitadas, a resposta completa da planta sera dada

pela equacdo (24):

ylk] = yepclk] + yperelk]. (24)

O principio de modelagem interna indica que se o modelo da referéncia
(transformada de Laplace ou Z) estivesse embutido no controlador, a saida da planta vai
rastrear aquela referéncia, sempre que o sistema seja estavel (CORDERO et al., 2021b).
Porém, o mesmo principio indica que aquele controlador vai rejeitar perturbacdes cujos
modelos também estivessem embutidos no controlador (Cheng, 1999). Por tanto, o Poly-
GPC (com m integradores internos) vai rejeitar perturbacdes polinomiais de grau m — 1,
teoricamente. Nesse caso, y,.,¢[k] vai tender a zero, rejeitando a perturbagéo.

A Figura 1 demonstra a estrutura do Poly-GPC com uma planta onde a entrada e
a saida sdo perturbadas por distarbios p;(t) e p,(t), respectivamente, as quais sdo

modeladas pelos sinais de tempo discreto p, [k] e p,[k].
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Figura 1 —Poly-GPC considerando perturbagdes na entrada e saida da planta.

k1l A(PM eI > J1A
+
Planta 4 e

Bl

pilk] " discreta
+ !C Y
UGpc|
el Vel k]=e[k]
z) :
—) |« Eq(22) [« .
(Z] Vmu(}p(‘[k] v, '|e|:5€k]]
V™x

Fonte: Autores.

RESULTADOS E DISCUSSAO
Simulagdes foram feitas no software MATLAB/SIMULINK. Uma planta SISO

ordem 3 foi utilizada para efetuar os ensaios. A planta modela-se através do modelo em

espaco de estado em tempo discreto definido em (4) e (5), considerando uma taxa de

0,5109 0,3987 0 0,0903
amostragem de 2500 Hz, sendo A = (—0,2113 0,8399 0 | B= 0,3714] e
-0,3727 10,3774 0,8162 0,0872

C=1[0 0 1].Areferéncia é composta por sinais constantes, rampa e parabolicas, tal
como mostrado na Figura 2. O tempo de simulacao considerado foi de 3 segundos. Como
o sinal de referéncia de maior ordem € uma parabola (m — 1 = 2), o Poly-GPC necessitara
trés integradores (m = 3) para efetuar um rastreamento assintotico da referéncia.
Equacdes (25) e (26) descrevem os dois sinais tipo degrau p, (t) e p,(t) que séo

utilizados como perturbacgdes na entrada e saida da planta, respectivamente:

0; t<07s

n®={o5 > 075 (25)
0; t <125

PO =05, ¢ > 125 (26)

As Figuras 3 e 4 mostram o erro de rastreamento e lei de controle do GPC para
p=10; ¢ = 5; r, = 0,1. Pode-se observar que 0 erro em regime permanente é zero,

independentemente do tipo de entrada. A perturbagéo de entrada (em t = 0,7 s) teve um
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impacto minimo no rastreamento da referéncia, e foi rapidamente rejeitada. A perturbacao
na saida teve um impacto maior (em t = 1,2 s), porque a perturbacdo afeta diretamente a
saida. Porém, a perturbacdo foi rejeitada. Pode-se observar na Figura 3 como a lei de
controle tenta compensar a perturbacdo na saidaemt=1,2s.

Figura 2: Referéncia da planta.

: !_\ N /
N N /
. N/  \/ \ /
TV | V \V,

0 0.5 1 1.5 2 25 3
Tempo (s)

Referéncia

Fonte: Autores.

Figura 3: Erro de rastreamento parap = 10; ¢ = 5; n, =0,1

7

0.2

Error

-0.2

0.6 b I OO NSNS SO
0 0.5 1 1.5 2 25 3

Tempo (s)

Fonte: Autores.
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Figura 4: Lei de controle parap = 10; ¢ = 5; n, =0,1.

10

Lei de controle

-10 i i
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Tempo (s)

Fonte: Autores.

As Figuras 5 e 6 mostram os novos resultados para p = 20, ¢ = 2,7, = 0,02.
Pode-se observar que o pico positivo de erro produzido pela perturbacéo na saida (em t =

1,1 s) € menor em comparacdo do resultado anterior. O erro em regime permanente é

ainda zero e as perturbac6es foram rejeitadas.

Figura 5: Erro de rastreamento parap = 20; ¢ = 2; n, =0,02.

0.6 R e

0.4

0.2

Error

0.2

04

0.6

0 05 1 15 2 25 3
Tempo (s)

Fonte: Autores.
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Figura 6: Lei de controle parap = 20; ¢ = 2; n, =0,02.
10,

Lei de controle
o o
h‘—"‘-*_
—
———

ARV EREA

Tempo (s)

Fonte: Autores.

CONCLUSOES

O presente artigo mostra como um controlador preditivo generalizado para
rastreamento de referéncia polinomial tipo Poly-GPC. Os ensaios demostram que 0
controlador pode rejeitar perturbacdes tipo degrau enquanto a saida rastreia a referéncia
polinomial. A dindmica da rejeicdo da perturbacéo depende dos parametros de sintonia
do GPC. Sugere-se técnicas heuristicas para sintonizar os parametros do controlador,
considerando tanto a resposta transitoria do controlador como as caracteristicas

transitorias da saida quando uma perturbacéo afeta a planta.
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